Neurcity integral
1. Primitivna funkcia a neurcity integral
Definicia:

Funkciu F nazyvame primitivnou funkciou k funkcii f na (a, b), ak pre kazdé x (a,b) je

F'(x)=f(x).

Veta 1: Ak F je primitivna funkcia k funkcii f na (a, b), potom F+c, kde ¢ je 'ubovol'na
konStanta, je primitivna funkcia k funkcii f na (a, b).

Definicia: Nech F je primitivna funkcia k funkcii f na (a, b) a ¢ € R . Mnozinu vsetkych
primitivnych funkcii F+c nazyvame neurc¢itym integralom funkcie f na (a, b) a oznaujeme

J.f(x)dx =F(x)+c

2. Zakladnée vzorce integrovania

Veta 2: Ak existuju na (a, b) neurcité integraly funkcii fi, 3, ..., fya ak ¢y, ¢, ..., ¢y sU
konStanty, potom existuje neurcity integral funkcie cf; + cof; + ... + ¢, f, na (a, b) a plati:

J.[clf1 (x)+c,f, (x)+...+¢,f, (x)ldx = cljf1 (x)dx +...+ an.fn (x )dx

Tato metddu integrovania nazyvame integrovanie metédou rozkladu.

3. Integrovanie metoédou substitucie

Veta 3: Nech F je primitivna funkcia k funkcii f na (a,B). Nech funkcia (p(x) ma na (a, b)
derivaciu ¢'(x) a nech pre Vx € (a,b) je o(x) e (o,p).
Potom zloZena funkcia F[(p(x)] je primitivna k funkeii f [(p(x)] (p'(x) na (a, b) a plati

[flo(x)]- o' (x)dx = [ £(t)de , pre t = o(x).

4. Integrovanie metoédou per partes

Veta 4: Nech f a g su funkcie definované na (a, b) a nech v kazdom bode intervalu (a, b) maja

£'(x). g'(x).

Potom

[£(x)-g'(x)dx = £(x)- glx) - [£(x)-g(x Jdx
alebo

JF)- sk = ) 26x) [ 1) ks

ak jedna z funkcii fg, fg' je integrovatel'na.

5. Integrovanie racionalnych funkcii
5 A. Realne navzajom rozne korene polynomu Q(x).
Nech polyném Q(x) ma korene a,,0.,,...,0, . Potom ho méZeme zapisat’ ako stcin

koretiovych ¢initel'ov

Qx)=(x—a,)x—a,).(x-0a,).




D4 sa dokazat, ze plati

A A A

P(x) =—1 +—2 4+ . +—" pricom Ay, ..., Ay, st konStanty
Q(X) X_al X_(X‘Z X_am

Uprave rozkladu funkcie P(X) hovorime rozklad na parcialne zlomky.

Qlx)
5 B. Realne nasobené korene polynému Q(x)

Nech polynom Q(X) ma jeden redlny m-nasobny koren.

Qx)=(x-a)".
D4 sa dokazat, ze plati
P(x) _ A + A, + As +...+Lm, Ay, Ay, ..., Ay st konStanty

o) " x-a -af oo Ga)

P d d d d
J‘ (X)dX:AIIXj(a+AZI( _X +,,,+AmI(X_);)m Aljxj(a=Alln|x—a|

gt

Sitl (-ifx-a)

2 9
~— = _dx :41n|X|—3ln|X—1|——+C
X—1

x2+4x+4:§+i+L/
x(x=1°  x x-1 (x-1) x(x—1)*
X2 +4x+4=A(x—1)" +Bx(x—1)+Cx
X=0:4=A
Xx=1:9=C
2Xx+4=2A(x-1)+B(x~1)+Bx+C

Xx=1:6=B+C=B=-3

X’ +1 x* +1 1
jmdx:wrjmdx: x—ln|x|+;+2ln|x—1|+c

ﬁ+1_ﬁ+5+£L//
(x-1) x x> x-1/%(x-1)

x> +1= Ax(x—1)+B(x —1)+Cx’

X=0:1=-B=>B=-1



x=1:2=C

2x = A(x— 1)+ Ax + B +2Cx

X=0:0=—-A+B= A=—1

5C. Komplexné zdruZené korene — nasobné.

Nech polynéom Q(x) mé korene r - nasobné, pricom predpokladame, ze:

Potom je zname, Ze:

Q(x)z(x2 + px+q)r, p,geR

D4 sa dokazat’, Ze plati:

Q(x) x*+px+q (x2+px+q)2 (X2+px+q)r.

P(x) Ax+B, . Ax+B,  Ax+B

Vynésobime rovnicu vyrazom (x2 +px + q)r a dostaneme P(x) = (A, x + B,)(x* +px +q)"" +...+ (A, x +B,)
Pravu stranu rovnosti upravime umociiovanim, roznasobovanim a tpravou podla klesajtce;j

mocniny X. Potom dostaneme rovnost’ dvoch polynémov. Porovnavanim koeficientov pri

rovnakych mocninach premennej X dostaneme sustavu rovnic, z ktorych vypocitame hodnoty

konStant:

A.A,....A;B,.B,....B

r

Potom
Imdx=j f‘lXJr B, dx+J. Ax+B, - dx+...+j Ax+B, —dx
Q(x) X*+px+4 (x2+px+q) (x2+px+q)
Integral
J—P(X) dx
Q(x)
vieme vypocitat’, ak vypoc¢itame nasledujuce dva typy integralov:
A X+ B,
o X
I, = I X"+ px+q
I, = jAfX—JrBfrdx; r=23,..,0
(x2 + pX+ q)



IA1x+Bl dx _CJ-2x+p dx DII dx

I, : > >
X"+ pX+(Q X" px+q X"+ pX+(

Konstanty C;, D; vypoéitame z rovnosti Ajx+B1=C;(2x+p)+D; , ktor dostaneme derivaciou
rovnice a vynasobenim vyrazu X*+px-+q.

Potom:
X : A1=201:>01=%
X': B =C,p+D, = B, = A1p+D —~D, = —%
Po dosadeni do |; dostavame:
A1X+B dx:ﬁln‘x2+px+q‘+(Bl—A'p]j ?X =
X + pX+q 2 2 [ pj p?
X+—| +q———
2 4
2B, -Ap 2X+p
=‘j Zdt 5 :larctgi‘:ﬁln‘x2+px+q‘+ 2 arctg 2 =
t"+a a a 2 4q_p2 4q_p2
4 4
:—lln‘x2+px+q‘+2B‘_A‘2parctg p2 +C
V4q-p 49-p
A B
I, J'rX—JrrrdX:CrJ' 2X+p dx +DIL
(x2+px+q) (x2+px+q) x +px+q)

Po zderivovani rovnice a vynasobeni vyrazom (X2+px+q)Ir dostavame:
Ax + B, = C,(2x+p)+D,. Rovnako, ako v predchadzajicom pripade, vypocitame:

A _AP
r 2’

Po dosadeni do |, dostavame:

AXx+B A ¢dz ADp dt
r r dx = = B -« —
J‘(x2+px+q)r o ZrJ{ T2 jj(t2 2)




kde z=x>+px+q x+§:t;az:q—p72
dz = (2x+ p)dx | dx =dt |
Zostalo nam ukazat’ ako sa riesi integral
3 A _Ap dat
_2(l—r)z"1 +(Br 2 jJ‘(tz_'_az)r’
dt
‘[(t2 + az)r
Odvodime rekurentny vzorec, podl'a ktorého sa 'ahko najde rieSenie h'adaného integralu.
dx 1 a’dx 1 (x> +a>-x’ 1 dx 1 xdx
7 (=2 (2T "% =" [x— =
J-(XZ + az)n 1 a I(XZ a2 )n+1 az J. (X2 + a2)n+l a2 J-(XZ + az)n a‘2 J.X(XZ +a2)n+l
:| X B 1 |:Lj dx N X 1 J~ dx _
‘(x2 +a)” on(x>+a?)'| @’ (x> +a’) 2a’n(x* +a?) 2a’n (x*+a?)
_2n —lj- dx N X
22°n° (x> +a?)"  2a’n(x’ +a’)

Rekurentné formula:

J- dx 3 X L 2n-1 J- dx
(+a?)"  2na’(x*+a?) 2’ (x*+a’)

Poznédmka: K vypoctu integralu

J~ dt
(t2 +a’ )n
staci polozit’ X=t a n+1=r apouzit
rekurentna formulu.

J- dx J-dx 1 ¢ 2xdx
X 29x*+1

= 1n|x|—%1n‘x2 +1+¢

1 _A+BX+C/
xIx?+1) x  x*+1 X(X2+1)



1= A(X* +1)+ BX® +Cx

x=0:1=A
X=1:1=-B+Ci=:B=-1;C =0

dx dx 1 e x=2
J-1+x3 _I(l+x)(x2 —x+1)_§1n|l+x|_§-|.x2 T

1 __ A BX+C //
(x+1)x> —=x+1) x+1 x> —x+1 (x+ 1) - x+1)

1= A(X* = x+1)+(Bx+C)(x+1)
Xx=-1:1=3A= A:%
X’ :0=A+B:>B:—§

x°:1:A+C:>C:§

X—2 D 2x—1 N E /
x> —x+1 X2 —x+1 x*—x+1/%x>=x+1

x-2=(2x-1)D+E

X:1:2D:>D:l
2

x°:—2:—D+E:>E:—%



2x -1 dx 13J- dx

> —_ —

®——1 |1+x|——— S 1

X

zlln|1+x|—lln‘x X+1‘ 1arctg 2
3 6 \/? 3
4 4

=—1n|1+X|——ln‘X —X+1‘ ﬁarctg%+c;

3x% +1
dx =
J.(x+1)(x2 +1) =®

37 +1 __A +Bx+C+ Dx + E
(x+1)(x+1f  x+1 X’ +1 (x> +1) //(;—FIXX2-¥IY
3x2 +1= A(x? +1)+ (Bx + C)x+1)(x* +1)+ (Dx + E)x +1)
x=-1:4=4A= A=1
X=1:-2=-D+Di+Ei+E

6. Integrovanie racionalnych funkcii.

6A. Linearna iracionalita.

Integraly typu
I R(x, Wax+b,...,'Yax + b)ﬂx
mdzeme pomocou substiticie ax+b=t"
-2=-D+E
0=D+E

-2=2E=E=-1=>D=1
x*:0=A+B=>B=-1
x":1=A+C+E=>C=-E=C=1

+J.X—_1dX:ln|X+1|—%ln‘X2 +1‘+arctgx+%'[

(x2 +1)2

1 X
= 1n|x+1|—51n‘x2 +1‘+arctg X— 2(x2 +1)— 2(x2 1

J.x+1 J.x +1

1
——arctg X +C.
) 2

2X
—d
(x2 +1)2

dx



(k je najmensi spolo¢ny nasobok ¢isel ki Ka,...,Kq) upravit’ na integral z racionalnej funkcie.

=—6jti::3 dt=—6[(t" +17 +1° +1° +* +1° Jt =

J- xdx

‘x+1—t -dx = 6t dt‘ 6j )[ dt = 6J' )[ dt =

-1)
9 8 7 6 5 4
=_%_%_%_%_%_%=_§ (x+1)3—%3\/(x+1)4—26 (e 1) =)= 24l 1) -

Integraly typu
mozeme upravit’ na integral z racionalnej funkcie substiticiou, kde K je nejmensi spolo¢ny

J~R \/ax+b ’\/ax+b dx
cx+d cx +d

ax+b_tk
ox+d
nasobok ¢isel ki,Kz,..,Kn.
[l
I+x dx |1+x R N2 g =1 4tdt |_
N i 2 x =t — 2 x(1+17 )=t l,x—t2+1,dx_(l+t2)2‘_

e elst) t2dt A B Ct+D
_4'[(1+t2)2(t2—1)dt_4'[(t—1)(t+1)(t2+1)_It—1dt+jt+1dt+.[ 241 dt =

= Alnft - 1|+ Blnlt +1|+%1n‘t2 +1‘+ Darctgt =

1+_X_1 1+_X+1
Vl—x Vl—x

C

_1n1+x

—+1

1
+ Darctg LX

= Aln +Bln




6B. Kvadraticka iracionalita typu

J‘ dx
vax® +bx+c
Upravime kvadraticky polyném ax*+bx+c na uplny Stvorec a vhodnou substitiiciou

dostaneme jeden zo vzorcov:
X
: n‘x +4x* +a?

=arcsin—+¢C

'[ dx J- dx 0
Jar —-x? a Jx?+a?

J- dx :j dx :|
V5=2x+ %7 T (x=1) +4

x—1=t;dx=dt|=j

dt
—:lnx—1+\/x2—2x+5‘
Vt* +4 ‘

J 4x2f:x+13:%j/ . 13:%I/ = 3:%1n
X2_2X+Z (x—1)2+Z

J- dx :J- dx :j dx
V3-2x=x* T y=|(x+1)P —1-3] 74— (x+1)

X—1+ x> —2X+E‘
\ 4

.o X+1
= arcsin +C

,[ P, (x)dx
vax? +bx+c

6C. Kvadraticka iracionalita typu

P, (x) je polynom n — tého stupna.
Na vypocet tohoto typu integralu pouzivame tzv. Ostrogradského vzorec:

P(X) 2 dx
—_dx=0Q, ,(xNax® +bx+c¢c + K| ———
J‘x/z;1x2+bx+c i '[x/ax2+bx+c

kde Qn-1(K) je polyném (n-1) — tého stupna a K je konstanta. Koeficienty polyndmu Q,.;(x) a
konstantu K urcime tak, ze rovnost’ zderivujeme a vynasobime vyrazom:

Jax? +bx +c.

Dostaneme:
Dalej postupujeme tak, Ze porovname koeficienty pri rovnakych mocnindch X na oboch
stranach rovnosti. Zo vzniknutej sustavy linearnych rovnic vypocitame koeficienty polynomu

P(x) ; Q(x)(2ax +b) K
—2  =Q(xhax” +bx+c+ + /
vax? +bx+c ( Wax? +bx+c  Jax® +bx+c Jax® + bx

P(x) = Q(x)(ax + bx+c)+ Q(x)(ax + g) +K



Qn-1(x) a konstantu K.

3x° dx
—————dx= (A’ + BXx+ CNX* +4X+5 + k| ———=
J‘\/x2+4x+5 ( J.\/x2+4x+5

3x° (AX? +Bx+C(x +2)

k
_ +
VX2 +4X+5 20X? +4X+5 \/x2+4x+5A_

3%’ =2Ax’ +8AX* +10AX + Bx* + 4Bx + 5B + Ax’ + 2Ax* + Bx* + 2Bx+Cx +2C + k
x*:3=3A= A=1

x*:0=10A+2B=B=-5

X :0=10A+6B+C=C=20

x":0=5B+2C+k=>k=-15

= (2AX+BWX* +4x+5 +

3x° dx
e dx =X =5X+20NX* +4x+5 15| ———==
J‘\/x2+4x+5 ( J‘w/(x+2)2+1
(x* = 5x+20Wx° +4x+5—151n‘x+2+\/x2 +4x+5‘+c

J\/x —2x—ldx = IW (Ax+BNx2—2x—1+kJ'#

x? —2x-1 (Ax+ B)2(x 1) k
K TAXT AKX —2x— + /
Jx? Z2x—1 T 2l A —ax1 /A —2x—1

x> —2x—1= AX? —2x—1)+ Ax* — A+ Bx—B+k

X*:1=2A= A:%

X :—2:—3A+B:>B:—%

X' i—1=—-A- B+k:>k_

J.\/x —2X— dx_— —lh/xz—zx—l—j( ?;(2 2=X_1 x2—2x—1—ln‘x—1+x/x2—2x—1‘+c
X_ —

2

Pomocou Ostrogradského vzorca si moézeme odvodit’ dve rekurentné formuly:



j\/x taldx=—/xta J_ra—l ‘x+ x> +a>

2 2
j\/az —x*dx :E\Iaz —x? +a7arcsin§+c

Dokaz k druhému vzorcu:

N a’—x’ dx
A o
a’ —x? (Ax + B)2x k
= - AJat-x- + /

Va2 —x? wWai—x> ai-x> /Nai-x
a’-x* =Aa’ - Ax> - Ax’ - Bx+k

x2:—1:—2A:>A:%

+C

=(Ax+Bna® - x’ +k_|.

X :0=—B=B=0

a2
x":a’=Aa’+k=>k=—
2
2
a X
J'\/a —xidx == «/a —x? +7arcsm +C
a

J\/x2 —2x—1dx:J' (x—1)° —2dx=XT_lw/(x—1)2 ~2-1In

X —1+4/%? —2x—1‘+c

J.\/l 4-x>dx = J.\/ [x+2 —4- 1de _[ ~(x+2) dx_x%2 5—(x+2)2+§arcsinxjg2

+C

6D. Kvadraticka iracionalita typu

dx . y . o
I ( ;N € N,a nie je koretiom polynomu ax’+bx-+c. Integral rieSime

x—2)"ax> +bx+c
1

. 1
substitiuciou t =

resp:x—azf.

X—«



Iﬁ HF HJ—

Lt L

1 1 2
_X_lzf;dxz_t_zdt|:j t =J' t

111 Y 1 1 [1+2t+t* +t+2t°
|l -+l +-+1+1 " 2
tylt t t t

2 1

t+ +, U+t +—

3|

ln

1 1 1 1
—+—+. | — +—+—
Xx—1 2 \/[x—lj x—1 3

X—4 1 1
dx =|x =—;dx :——dt‘
J-x2\/2x2—2x+1 t t?

—J4dt—2j.4dt 3f——=

N2 =2t +2 NVt2 =2t +2

+C

)
dt = — j dt =

1 2%_g+1 t13\/2—2t+t2
t° ot

=|t* —2t+2 = 2%;(2t - 2)dt = 220z| =

\/ —1 > +1

_22jﬂ+3ln‘t 1+ —2t+2‘:4 2 _2t+2 +3ln‘t—1+x/t2 —2t+2‘:

l—1+ L—g+2

X NG

=4,/L2—2+2 +3In
X* X

+C
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